CAPITULO 2

Séries Numéricas

2.1 Introducao

Desde a Antiguidade que os matematicos se tém interessado pelas séries infinitas.
Zenao criou paradoxos que criaram impasses perante as concepgoes que existiam na
época em que viveu, cerca de 480 a.C. Por exemplo, num dos seus paradoxos - a
Dicotomia - Zenao de Eleia discute o movimento de um atleta que se move entre
dois pontos fixos, A e B, situados a uma distancia finita, considerando uma sucessao
infinita de intervalos de tempo - Ty, T4, Ts,..., T,,,... - cada um deles sendo o tempo
gasto para percorrer metade da distancia percorrida no movimento anterior. Um
pobre atleta que deseje realizar a corrida do ponto A ao ponto B terd primeiro que
efectuar o percurso até ao ponto médio entre A e B, o que lhe demorard o tempo

T ) . - :
2 terd depois que chegar ao ponto médio entre este ponto e B, ou seja percorrer

metade da distancia restante, no que gastara Z° assim sucessivamente. O tempo

total, que demorara o trajecto, sera:

LA
sty tgt Tt
Como era afirmado nessa época ... Deve efectuar um nimero infinito de contactos
com a pista num tempo limitado, o que € impossivel, pois tal significa ultrapassar
uma quantidade infinita num tempo finito...” Ou seja, o atleta nunca conseguira

chegar a B!

T2

Figura 2.1: ITlustragao do paradoxo - a Dicotomia - de Zenao de Eleia.
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A questao de como, ao resultado de uma adicao de infinitas parcelas de niimeros
positivos pode ser atribuido um nimero finito tem intrigado geragoes de matematicos
e tem sido um continuo desafio dando origem a animadas e interessantes questoes
tanto do ponto de vista filoséfico como imenentemente cientifico.

Convém realcar que se deve a um matematico portugueés, José Anastacio da
Cunha, um papel percursor de grande relevo no estudo desta teoria (em particular,
deve-se-lhe a primeira defini¢ao rigorosa do conceito de série convergente, formulada
em 1790).

Esta nocao de adicao de infinitas parcelas de nimeros reais é, exactamente, o
objecto desta seccao. Pretendemos determinar quando é que é possivel atribuir um
significado matemaético preciso a uma expressao do tipo

U+ U2+ U3 + oo + Uy + ...
Tal estudo faz uso do conceito de limite, fundamental em em Analise Matematica e
ja nosso conhecido.
2.2 Definicao, natureza e exemplos de séries

Definicao 2.1 Seja u,, uma sucessao numérica. Chama-se série numérica a uma
expressao do tipo uy + us + uz + ... + u, + ..., representada em geral por:

“+o00

E Unp,, E Unp, ou apenas por E Up
7 n>1

n=

Os numeros i, U, Uz, ..., Un, ... , chamam-se termos da série, u, diz-se termo
geral da série e as somas Si,95%,...,S,,... designam-se por somas parciais da
série

S1=w

So = Uy + U

SgZU1+U2+U3

Sn:U1+U2+U3+...+Un

A sucessdao constituida pelas somas parciais Sy, Sa, ..., Sy, ... designa-se por sucessao
das somas parciais da série. A S, chama-se a soma parcial de ordem n.

+o00
Definicao 2.2 (Natureza duma série) Uma série E u, diz-se convergente

n=1
se a sucessao das somas parciais, S, = uj; + us + uz + ... + u,, converge para um

numero real S. Se este limite existir, chama-se soma da série ao seu valor, S:
lim, ., S, = 5.

Se a sucessao das somas parciais for divergente, a série diz-se divergente.

Duas séries dizem-se da mesma natureza se forem ambas convergentes ou
ambas divergentes.
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Para que fique claro a distin¢ao entre série numeérica, sucessao das somas parciais
da série ou soma da série vamos considerar alguns exemplos.
Exemplo 2.1 Consideremos a série
+00
1
n=1
O seu termo geral é u, =1 e a sucessao das somas parciais € dada por:

Slzulzl,
SQIU1+U2:1+1:2,
Ss=u+uy+u3s=1+1+1=3,

.Como S,, = n temos que S,, — +00, logo a série é divergente.
Exemplo 2.2 Consideremos a série

+oo

E n.

n=1
O seu termo geral € u, =n e a sucessao das somas parciais ¢ dada por:

Slzulzl,
SQIU1+U2:1+2:3,
S3ZU1+U2+U3:1+2+3:6,

n+1
Sn:u1+u2+U3+...+un:1+2—|—3+...—|—n:n< 5 )

1 2
.Como S, =n (n—2|— ) _ ;—n temos que S,, — +00, logo a série é divergente.
Exemplo 2.3 Consideremos a série
+oo
> (=
n=1

O seu termo geral € u, = (—1)" e a sucessao das somas parciais € dada por:

Slzulz—l,
SQZU1+U2:—1+1:07
83:U1+U2+U3:—1—|—1—1:—1,

—1 sen € impar

Sn:u1+u2+u3+...—|—un:{0 .
sen € par.
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temos que (S,) € divergente, logo a série é

Como S,, = {

divergente.

Exemplo 2.4 Consideremos a série
+00 1 n—1
E 5 .
n=1
O seu termo geral € u,, = (%)”_1 e a sucessao das somas parciais € dada por:
Sl =UuU = 17

Sy=u +ups=1+3=32,
Sy=u+tustus=1+1+5=1,

1 n
Como S,, = 1—(21) temos que lim,,_, . S, = 2, € convergente.
T2
A série € convergente e a sua soma € 2.

Os dois exemplos anteriores sao casos particulares das chamadas séries geométricas.

Exemplo 2.5 Chama-se série geométrica a série gerada por uma progressao
geométrica de razao r,

+oo
Zun =uy Fur Fur? w4, ug, v € R (comuy #0).

n=1

Se (uy,) € uma progressao geométrica de razao r # 1 temos que:

n n

i1 L—r"

S”:E un:E ULr :u1—1 -
i=1 i=1

Sabemos que S,, é convergente se, e sé se || < 1, logo a série geométrica converge
se, e s6 se, o valor absoluto da razao da progressao geométrica, que a gera, ¢ menor
que 1. No caso de convergéncia temos que:

1 — g
lim S, = lim [wu L =S.
1—r 1

n—-+00 n—-+00 —-Tr

No caso em que 7 = 1 a série é uma série de termo geral constante, isto é,

n n
E Up = E Uy,
i=1 =1

sendo S,, = n uy e, se u; # 0, a série é divergente.
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No caso em que r = 0 a série é uma série de termo geral constante, isto é,

n n
D =20,
i=1 i=1

sendo S,, = 0, a série é convergente, logo lim, ., S, =0= 5.
Esquematicamente podemos resumir o comportamento da série geométrica, com
respeito a sua natureza:

A série geométrica g upr™! (com uy, r € Rewuy #0) é
i=1

. Uy
e uma série convergente de soma S = 7

se |r] <1;e
—r

e uma série divergente se |r| > 1.

Exemplo 2.6 A série

n=1

¢ uma série geométrica de razao r = % > 1, logo divergente.

£

Exemplo 2.7 A série

n=1
€ uma série geométrica com primeiro termo uy = 2 e de razao r = —}1. Como
Ly ) Uy 2
—i| < 1 a série € convergente e a sua soma € S = = %.

I—r 1-(-}

No exemplo seguinte iremos considerar uma série que nao € uma série geométrica
Exemplo 2.8 Consideremos a série
+o0 1
Z —
n=1 \/ﬁ
O seu termo geral € u, = % e a sucessao das somas parciais € dada por:
Sl = Uy = 1,

52:U1+U2:1+\1f7
Sy = U + us + uz = 1+f+f,

S
+

S
+

%7

Como
1 1 1 1 1 n

LI — +t—==—F=Vn
BrattEc Rt AT AT T AT ATV

e lim,, 1o \/n = 400, a sucessao S, — +00, logo a série é divergente.
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Exemplo 2.9 Consideremos a série

Jio 1
“~n(n+1)
) 1 1 1 . -
O seu termo geral é u, = —— = — — e a sucessao das somas parciais

nn+1) n n+1
pode escrever-se:

Slzulzl—%,
SQIU1+UQ:( —l)+(
53=u1+U2+u3:fl %

Su=tntust oty = (1= D)+ (A= Db+ (- L)=1- L

Como S, = 1 —

soma é S = 1.

temos que lim,, ... S, = 1, a série é convergente e a sua

n

Exemplo 2.10 Consideremos a série

Zlog (#) = Z (log (n) —log(n +1)).

O seu termo geral € u,, = log (n) —log(n+1) e a sucessao das somas parciais € dada
por:

St =u; =logl —log2= —log2,

So = uy + uy = (log1 —log2) + (log2 —log3) = log1 —log3 = —log 3,

Sz =u; +us +us = (logl—1og2)+ (log2 —log3) + (log3 —log4) =
=logl —log4 = —log4,

Sn=wu; +us+...+u, =(logl—1log2)+ (log2—1log3)+ ...+ (logn —log(n+1)) =
=log1l —log(n+1) = —log(n + 1),

.Como S,, = —log(n + 1) temos que lim,,_, 1 S, = —00, a série € divergente.
Os dois ultimos exemplos sao casos particulares de um tipo de séries chamadas
séries redutiveis, de Mengoli ou telescopicas. Sao séries da forma

—+00

Z(an - anJrk)a

n=1

em que k£ é um numero natural e o termo geral se pode escrever na forma wu, =

an - an_;’_k;.
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Convém referir o caso particular (mas bastante frequente) em que k = 1, a série
¢ da forma

Z(an —ap1) = (a1 —ag) + (ag —agz) + ... + (an — apsr1) + ...

n=1

sendo a sua sucessao das somas parciais
Sp = a1 — Gpy1-

Como lim,,_.; o ay, = lim,,_, | a,+1, podemos concluir que a sucessao (.S,) converge
se, e s6 se, (a,) converge e neste caso lim,_, S, = a; — lim a,. Entdo, quanto a
sua natureza, temos que:

400
e se (a,) é convergente, a série g (@n, — an41) é convergente e
n=1
e a sua soma ¢ S = a; — limay,;

e se (a,) € divergente, a série E (an — any1) € divergente.

Nos casos anteriores estudamos duas grandes familias de séries, as séries geométricas
e as séries de Mengoli. Consideramos agora, uma unica série, que, pela sua im-
portancia, merece referéncia especial. Trata-se da série harmonica,

Sloielilily
2 3 407

O seu termo geral é u, = (%)”_1 e a sucessao das somas parciais é dada por:

Slzulzl,
Sy =y +uy =1+1,
Sy =y +upy+us=1+3+3,

O termo geral da sucessao das somas parciais é dado por

1 1 1
Sp,=u+uy+us+..+u,=1+—-+-+..+—.

2 3 n
Mas, ao contrario do que acontecia nas séries anteriormente estudadas, nao é possivel
determinar uma férmula mais simples para o termo geral da sucessao de somas
parciais, o que dificulta o estudo das suas propriedades. Embora seja a primeira vez
que enfrentamos esta dificuldade, trata-se duma situagao (infelizmente) bastante
frequente no estudo de séries.

+00
Proposicao 2.1 A série harmonica E % € uma série divergente.

n=1
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Demonstragao. Esta demonstracao sera feita por reducao ao absurdo, técnica
ja utilizada nestas folhas.

Vamos admitir que a série é convergente para depois se chegar a uma situagao
+oo

contraditéria. Assim, admitimos que a série harmoénica Z% é convergente. Por
n=1
defini¢do, esta suposicao significa que a sucessdao das somas parciais (S,) é uma
sucessao convergente, com limite S = lim,, ., S,,.
Como qualquer sua subsucessao converge para o mesmo limite, se considerarmos
a subsucessao dos termos de ordem par, (Ss,), obtemos que lim,,_, o, Sa, = S.
Podemos concluir que lim,, ., (So, —S,) =S — S =0. Mas:

1 1 1
Sh =urF+utus+..+u,=14+-+-+..4+—,
2 3 n
Son = up+ Uy Uzt o+ Uy Upg1 F Upgo ot Uzpo1 F Uy =
1 1 1 1

n+1+n+2+”'+2n—1+2n'

S
S 23 Ty

A diferenca entre estes dois termos é dada por:

Sou— Sy = Loy L]
mern Tl T2 T Toan—1 o
S 1 . 1 P 1 . 1 1 1
—t — 4+t —F —=n.—=—.
—2n  2n 2n  2n 2n 2

Através das propriedades dos limites sabemos que

1 : 1
Szn—SnZ§, VneN — nErEOO(SQn—Sn)ZE.

Obtivemos que:

lim,, 1 o (S2n, — Sn) = 0, por uma lado e
lim,, 1o (S2n — Sn) > %, por outro lado

Estamos perante uma contradicao, que tem de resultar da hipotese de que a série

harmonica é convergente.
+00

Logo, E % é uma série divergente.

n=1

[ ]

A divergéncia desta série é conhecida hd muito tempo, foi demonstrada por
Nicole Oresme por volta do ano 1350 com argumentos semelhantes aos que nés uti-
lizamos. A divergéncia desta série é relativamente lenta, é, portanto, um bom contra-
exemplo para a incorrecta mas, infelizmente muito frequente, expressao: ”..tudo o

que precisamos para verificar se uma série € convergente € calcular alguns termos
da série...”
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Esta série é um caso particular (muito importante) duma série de Dirichlet.
Chamam-se séries de Dirichlet, as séries, com a um nimero real fixo, da forma

=x1 1
1

A série harmoénica que estudamos anteriormente é um caso particular duma série
de Dirichlet em que a = 1. Como mostramos trata-se duma série divergente.
A natureza destas séries é conhecida e, como justificaremos mais adiante:

f 1 p { convergente se o« > 1

- no divergente se «a < 1.
n—=

2.3 Algumas propriedades de séries

As propriedades que iremos apresentar serao de grande utilidade para o estudo das
séries nomeadamente quando é dificil o estudo da sucessao das somas parciais. E
frequente nao ser possivel determinar uma expressao simples para o termo geral da
sucessao das somas parciais.

+o0

Teorema 2.1 Se a série g u, € convergente entao u, € um infinitésimo, ou seja,
n=1
+oo
g u, convergente — lim u, = 0.
n——+0o00
n=1
+o0o

Demonstracao. Por definicao, a série E u, ser convergente significa que

n=1
a sucessao das somas parciais, S, = u; + ug + ug + ... + u, admite limite real,

lim, . . S, =S5, 5 €R. Mas a sucessao S,11 = uy +us +ug+ ... + U, + up11 tende
para o mesmo limite, S, uma vez que é subsucessao de (S,). Como S, 11 —S,, = Up11
entao lim,, o (Spe1 — Sp) = limy, 1o (Upy1). Entao:

limy, oo (Spg1 — Sp) = limy,—, 1 Upq1 por um lado e

limy, o0 (Snst — Su) = S — S =0,

logo podemos concluir que lim,, ., u,+1 = 0 e, portanto, que lim,, . u, =0. =

Nota 2.1 Convém notar que a reciproca desta afirmacao € falsa, isto é, que

+oo
lim u, =0 +* E U, convergente.
n—-+o0 (ndo implica) -
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Basta recordar o exemplo da série harménica

1 X1
——0 e — é divergente.
. 25, ¢ diverg

Este teorema da-nos uma ferramenta que em muitos casos permite verificar facil-
mente que uma série é divergente. De facto o teorema anterior é logicamente equiv-
alente ao seu contra-reciproco, ou seja,

—+o0
lim w 0 = u,, divergente.
dim o, # Zl . diverg

n—=

Assim qualquer série cujo termo geral nao tenda para zero é necessariamente
uma série divergente.

Exemplo 2.11 Consideremos a série

+0o0 +o0

Entao

n
hm w, = li — 140,
n—1>I-lI-100u n—1>I—|I—100 (n + 1) 7

logo a série é divergente.

Teorema 2.2 A natureza duma série nao se altera pela modificacdo de um nimero
finito dos seus termos. Caso a série seja convergente, a modificacao de um niumero
finito dos seus termos ird, em geral, modificar a soma da série.

Demonstracao. Considere-se uma série

+o00
Zun:u1+u2+u3+...+un+....

n=1

A sua sucessao das somas parciais tem termo geral S, = u; + us + uz + ... + u,.
Supomos que se alteram um nimero finito de termos da série, e que € N é a maior
ordem de entre as ordens dos termos alterados, ou seja,

—+o00
E Up = Up +Ug + ...+ Uy + Up + Upp1 + ... + Uy, + ..., a série original,

n=1
—+00

E Up =V + V24 . T Vp1 +Up+ Upgp1 + oo + Uy + e a nova série.

n=1

Consideramos as respectivas sucessoes de somas parciais: (U,) da série original e
(V,) da nova série. Entao:

Up=(u1+us+ ... +up_1 +up) + Ups1 + . +up = Up + Ups1 + ... + Uy,

Vo=(1+v2+ ..+ 01 +0p) FUprr + oo+ Uy =V + Upig + oo+ Uy
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Donde podemos escrever que

Como (V,, — U,) é um nimero real constante, através das propriedades dos limites

de sucessoes, podemos concluir que V,, converge se, e sé se, U,, converge. Entao as
+o0o “+o0o

séries E Uy, € E v, sa0 ambas convergentes ou sao ambas divergentes, isto é, tém

n=1 n=1
a mesma natureza.
“+o0

No caso em que a série Z u, converge, lim,, .. U, =U, U € R. Entao:
n=1
V= lirj{l Vo = hrf Un+ (V, = Uy =U+ (V, = U,).

Assim, embora tenham a mesma natureza, as somas das séries sao diferentes, V =
U+ (V,—U,), desde que V, #U,. m
Através deste teorema podemos mostrar o resultado seguinte.

+00 +oo
Corolario 2.1 A série E u, tem a mesma natureza que a Série g Up, p € N.
n=1 n=p

Exemplo 2.12 Através deste resultado sabemos que as séries:

+<>o1 +<>o1 +001
;H’ 2t 1 e;n—Q

tém a mesma natureza. Neste caso sao todas divergentes wma vez que a SErie
harmonica é divergente.

Estes dois ultimos resultados permitem o estudo do resto de ordem p duma série.

+0o0
Definicao 2.3 Chama-se resto de ordem p da série E Up G SErie:
n=1
“+00 —+o00
Ty = E Uptp = g Up, = Upg1 + oo + Uy + ...
n=1 n=p+1

Através dos resultados anteriores concluimos que a se a série é convergente o
mesmo acontece ao seu resto de qualquer ordem.

+oo
Zun = (U,l + Uuo 4+ ... + Up—1 + Up) + Up+1 + .o tu,+ ...
n=1

Sp =1y + Ug + ... + Up_1 + Up,
—+00

Tp = g Up = Upy1 + oo + Uy + ..oy
n=p+1

—+00
Ty = g Up, — Sp.
n=1

O resto de ordem p de uma série convergente da-nos o erro que se comete quando
se toma para valor aproximado da soma da série a sua soma parcial S,.
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Exemplo 2.13 Consideremos a série

S

n=1
, , o . 1 o ,
Sabemos que € uma série geométrica de razao r = 5 e primeiro termo 1, logo é
1
uma série convergente cuja soma é V = —1 = 2.
1-— =
2
1 p
O
A sua soma parcial de ordem p € S, = T
1-— =

O seu resto de ordem p, ér, =5 — S5, =2 — o1

Neste caso determinamos o valor exacto da soma desta série. Frequentemente nao
se consegue determinar este valor o que torna o estudo dos restos muito importante.
Através do estudo dos majorantes do valor do resto garantimos que o erro cometido
na aproximagao nao excede um determinado valor, podemos controlar a magnitude

do erro.

Proposigao 2.2 (Ope'r'agées com séries):

1. Se E Uy, € E vp 8Go duas séries convergentes entao

n=1
+oo +oo
a série g (un + vy) € convergente e g (Un + vy) 5 Uy + E Up,.
n=1 n=1
—+00
2. Se E U, € uma série convergente, entao
n=1
+oo +oo
a série g cu,, com c € R, € convergente e g Cluy, = C g Uy,
n=1 n=1 =
“+00
Demonstragao. 1) Consideremos as séries E Uy, € E v, € as respectivas
n=1 n=1

sucessoes das somas parciais:

Un:U1+UQ+...+Un,
V,=v1 +v9+ ...+ v,

+oo
A sucesssao das somas parciais da série E (un, + vy,) tem termo geral

n=1

Sp = (ug +v1) 4+ (ug +v2) + ... + (up +v,) =
=(u+us+ ... +uy) + (1 +v2+...+uv,) =
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“+00 “+o00
Como as séries E Uy, € E v, sao convergentes entao lim, ., U, = U elim, ..V, =

n=1 n=1
V,com U,V € R. Logo, obtemos que

lim S,= lim (U,+V,)= lim U,+ lim V,=U+V.

n—-4o00o n—-+o00 n—-+4o0o n—-4o0o

2) De forma anéloga se demonstraria esta alinea que deixaremos como exercicio.
|

Exemplo 2.14 Consideremos a série

+“33n—1%_1
4n—1

n=1

gn-ly1 ol g 3\"' /1\"! X 3\
Mas 1 g +4n71 = (Z) + (Z) ,Vn € N. Como ; <Z>

€ uma Série geométrica de razao r = 1 e primeiro termo 1, entdo é uma série

1 +o0 1 n—1
convergente cuja soma é U = —3 = 4. Da mesma forma, g (4_1) € uma
1—— n=1
4
. . . 1 o , ,
série geométrica de razao r = 7 © primeiro termo 1, logo é uma série convergente

cuja soma €V = —— = —.

+00 Hp—1 400 n—1 n—1
3 1 3 1
Assim, pela proposicao anterior, a série g 4n—j1— = [(—) + (—) ]

n=1

¢ uma série convergente de soma S =U+V =4+ - =

3 3°

2.4 Séries de termos nao negativos

Consideramos nesta seccao as séries em que os seus termos sao sempre nao negativos.
Embora seja uma restricao ao caso geral, é muito importante a sua consideragao pois
permite a obtencao de alguns resultados de grande utilidade no estudo da natureza
das séries.

“+o00
Definicao 2.4 Uma série g u, diz-se de termos mao negativos se u, > 0,

n=1

Vn € N.



52 CAPITULO 2. SERIES NUMERICAS

Um facto importante associado a qualquer série de termos nao negativos é que
a sua sucessao de somas parciais é uma sucessao crescente:

Sni1 — Sn = (ug +us+ ... + Uy +Ups1) — (U Fus + ... +uy,) =
= Un+1 2 O,\V/n S N.

= Spi1 > Sy, Vn € N.

Este facto tem consequéncias importantes na obtencao de resultados para as sucessoes
de termos nao negativos.

“+o0o
Teorema 2.3 (Condi¢do necessdria e suficiente de convergéncia) Seja E Up,
n=1
uma série de termos nao negativos. Entdao:
“+oo
E up, € convergente <= (S,) € uma sucessio majorada.

n=1

“+o0o
Demonstragao. Seja E u, convergente. FKEntao, por definicao, a sucessao

n=1
das somas parciais (.5,,) é uma sucessao convergente, logo é limitada e, portanto,

majorada.
Supomos, agora que (S,) é uma sucessao majorada. Como é, sempre, uma
sucessao crecente entao ¢ também minorada, logo limitada. Entao a sucessao das

somas parciais (5,) é uma sucessao convergente pois é monétona e limitada. Con-
+0o0o

sequentemente a série Z u, ¢ convergente. m
n=1
Uma das razoes que nos leva a estudar este caso das séries de termos nao neg-
ativos é que a determinacao da sua natureza é muitas vezes facilitada por critérios
de comparacao entre os seus termos e os termos de outra série cuja natureza seja
conhecida. Infelizmente, estes critérios nao nos permitem determinar, caso as séries
sejam convergentes, a sua soma. Permitem, no entanto, determinar a sua natureza.

“+o0o +oo
Teorema 2.4 (Primeiro critério de comparacao) Sejam E Uy € E vy, duas
n=1 n=1
séries de termos nao negativos. Se, a partir de certa ordem p
Uy < Uy, para todo on > p
Entao:
+00 +oo
1. E v, € convergente —> E u, € convergente,
n=1 n=1

+oo +o0o
2. Zun € divergente ——> Zvn é divergente.

n=1 n=1
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Demonstragao. Como a modificagao de um nimero finito de termos duma
série nao altera a sua natureza, podemos admitir sem perda de generalidade, que
p = 1. Designando por U, e V,, os termos gerais das sucessoes das somas parciais,
de cada série,

Un :u1+u2—|—...+un,
Vn :U1+U2+...—|—’Un,

temos que
U, <V,,Vn eN.
+o0
1) Admitimos que a série ZU” é convergente.Entao, pelo teorema anterior,
n=1

sabemos que a sucessao das somas parciais (V},) é uma sucessdo majorada. Como
U, < V,, ¥n € N entdo a sucessao (U,) também ¢é uma sucessdo majorada. Mais

+oo
uma vez, pelo teorema anterior, podemos concluir que a série Z u, é convergente.
n=1
+oo
2) Admitimos que a série Zun ¢é divergente. Entao, pelo teorema anterior,
n=1

sabemos que a sucessao das somas parciais (U,,) nao é uma sucessao majorada. Como

Up < V,, ¥n € N entao a sucessao (V,,) também nao é uma sucessao majorada.Mais
—+o0

uma vez, pelo teorema anterior, podemos concluir que a série E v, € divergente. m

n=1

Vamos aplicar este critério, utilizando as séries que estudamos e cuja natureza
conhecemos, que ja formam uma base de dados bastante razoavel.

Exemplo 2.15 Considere a série
>
n=1 \d/ﬁ

que € uma série de termos nao negativos. Mas

1 1
n>vn <+—= —<-—,VneN.
n \/_
Como sabemos que a série harmonica
~+o0 1 o
Z — € divergente,
n=1 n

+o0o
entao, pelo critério de comparacao, podemos concluir que a série E 7 também €

divergente.
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Exemplo 2.16 Considere a série

ppp——
—(n+ 1)27

que € uma série de termos nao negativos.

1 1
<

VneN, n+1)>n <= nm+1)(n+1)>nn+1) <= CEEE T

“+o0o
. ‘ 1 . .
Como jd estuddmos, a série E ———— € uma série de Mengoli convergente.
n(n+1)
n=1
+00 1
Podemos concluir, pelo critério de comparacao, que a série g 5 também
€ convergente.
Exemplo 2.17 Considere a série
+00
>
_|7
“—~ nl
que €, também, uma série de termos nao negativos. Mas:
1 1 1
VneN, 0< —= = < Vn € N.
’ n! nn-1)(n-2)..2 " 20V
+o0 1
Como jd estudamos, a série E = ¢ uma série geométrica convergente. Podemos
n=1
+o00o
concluir, pelo critério de comparacao, que a série E - também é convergente.
n!
n=1

Enunciamos outro critério de comparacao que seprova utilizando o primeiro
critério.

+o00
Proposicao 2.3 (Segundo critério de comparacao) Sejam Zun uma Série

n=1
“+o0o
- . .. . . Un
de termos nao negativos e E v, uma Série de termos positivos.tais que — — L.
n=1 n
Tem-se que:

o se L #0,+00, entdo as séries sao da mesma natureza;

+00 +oo
eseL=0c¢e E v, € convergente, entao E u, também € convergente;
n=1 n=1
+00 +oo

eseL=+c0c¢ Zvn é divergente, entao Zun também ¢é divergente.

n=1 n=1
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~ . . Unp
Demonstragao. 1) Consideremos, em primeiro lugar que L = 0. Se — — 0,

Up,
+00 +oo
existe uma ordem a partir da qual u,, < v,. Se g v, € convergente, entao g Up
n=1 n=1

também é convergente, pelo primeiro critério de comparacao.

Up, .
2) Consideremos, em segundo lugar que L = +00. Se — — +o00, existe uma

Un,
u o
. n .
ordem a partir da qual — > 1, e, portanto, u,, > v,.Podemos concluir que, se E Up
n
n=1

+oo
é divergente entao E u, também ¢é divergente, pelo primeiro critério de comparagcao.

n=1
. . Up,
3) Finalmente consideramos o caso em que — — L, com L # 0,+oc (como as
v

n
séries sao de termos nao negativos entao L é um real positivo).
Recordando a definicao de limite de uma sucessao:

U,
Ve >0 EIpEN:n>p:>‘——L‘<6,
Up

que é equivalente a afirmar que

Ve >0 3p€N:n>p:>L—€<%<L+g.
Un
Escolhemos ¢ tal que 0 < € < L, ou seja, 0 < L —e. Como v,, > 0, Vn € N obtemos
que:
0<(L—¢)w, <u, <(L+e¢).v,.

Utilizando o primeiro critério de comparacao tem-se, a partir desta desigualdade,
que:

—+o00 —+oo
Z u, convergente —> Z (L — €) .v, convergente (pois (L —¢).v, < uy,)
n=1 n=1
+o0
< Z U, convergente;
n=1
+oo +o0o
Z v, convergente =— Z (L + ¢€) v, convergente (pois u, < (L +¢).v,)
n=1 n=1
+oo
<~ Z U, convergente.
n=1

A convergéncia de uma das séries implica a convergéncia da outra. De forma
analoga, se provaria que a divergéncia de uma das séries implica a divergéncia da
outra.

Concluindo, as duas séries tém a mesma natureza. m
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Exemplo 2.18 Considere a série

+o0 1
>
n=1

que € uma série de termos nao negativos. Jd mostrdmos, num exemplo anterior,

que a série E ——— ¢ uma série de Mengoli, convergente e de termos positivos.
Calculemos 1
) n2 . nn+1
lim —2%°—— = lim gz 1#0,+00.
n—-+4oo 1 n—-4o0o 712
n(n+1)
+00 1 +00 1
Entao por este critério as séries E —— ¢ E — tem a mesma natureza, logo
n(n+1) n
n=1 n=1
+00 1
a série E — € convergente.
n
n=1

Exemplo 2.19 Considere a série

<3 logn

Trata-se duma série de termos nao negativos. Jd mostramos, no exemplo anterior,

+oo
. 1 ‘ -
que a série E — € uma série convergente e de termos positivos. Calculemos
n=1 n
logn
. 3 . logn
lim 2 = lim = 0.
n—-4oo 1 n—-+4oo n
n2
+oo 1
Entao, por este critério, como a série E — € convergente, podemos concluir que a
n
n=1
Ve N logn 7 7/
serie E 3 também € convergente.
n=1 n
Exemplo 2.20 Considere a série
Z \/_ +/n
“+oo

;. . . . . 1

Trata-se duma série de termos nao negativos. Sabemos que a série harmonica E —
n
n=1

¢ uma série divergente e de termos positivos. Calculemos
3

i+ 3n

lim Y—— = lim = +00.

n—-o0o 1 n—-4o0 \/_ + \/_
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+o00

Entao, por este critério, como a série E — € diwvergente, podemos concluir que a
n

n=1

Exemplo 2.21 Considere a série

+00 3
série E também ¢é divergente.
n=1

400
E e "
n=1

Trata-se duma série de termos nao negativos.

+00
. . 1 L .
Sabemos que a série harmdodnica E — € uma série diwergente e de termos posi-
n=1 n
tivos. Calculemos
1
e . en .n
lim — = lim & = lim — =0.
n—too 1 n—too 1 n—+oo e"
n n
“+o0o
. -n , . . ey s
Como lim, 6—1— =0e E - € uma série divergente, por este critério nada
- n=1
, n
podemos concluir.
+oc0 1
Sabemos que a série E — € uma série convergente e de termos positivos.
n
n=1
Calculemos.
1
- — 2
e : n .n
lim — = lim & = lim — =0.
n—-4oo 1 n—-4o0o 1 n—+oo e
n? n?
o0 1
Entdo, por este critério, como a série E — ¢ convergente, podemos concluir
n=1 n
+oo
que a série E e~ também é convergente.
n=1
+oo +o0o
Corolario 2.2 Sejam E Uy, € E vy, duas séries de termos positivos.tais que, existe
n=1 n=1
uma ordem p € N em que
Up+1 Un+1
< ,Vn 2> p.
U, Un,
Entao:
+00 +oo
1) se a série E v, € convergente, a série E u, € convergente,
n=1 n=1
+00 +oo

2) se a série E u, € divergente, a série E v, € divergente.

n=1 n=1
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Demonstragao. Como Vn € N, u,, > 0 e v, > 0 temos que

Un+1 Un+1 Un+1 Unp,

< < —,

Unp Un Un+1 Un,

. ~ Up \ , ~ . -
ou seja, a sucessao | — | é uma sucessao decrescente a partir da ordem p. Entao
Un

. Up
existe uma constante k | £k > — | tal que
Up
u
2 < k,
U’VZ
ou seja,
Un, < kvnuvn > p.
Entao:
+oo +oo
1) se a série g v, € convergente, a série g kv, é convergente, logo pelo
n=1 n=1
+o0o
19 critério de comparacao, a série E u, também é convergente.
n=1
“+oo +oo u
2) se a série E u, € divergente, a série E ku, é divergente, logo pelo
n=1 n=1
+o0o
19 critério de comparacao, a série E v, também ¢é divergente.
n=1

Exemplo 2.22 Consideremos a série

+oo
1x3x. 2n —1
>3 e
! 2 X 4 X .. X 20
+00 1
Trata-se duma série de termos positivos. Sabemos que a série harmonica Z - =
n
n=1
“+oo
Zun ¢ uma série divergente e de termos positivos. Como:
n=1
Ix3x..x(2n—1)x (2n+1)
Upt1 2 x4 x...x2n(2n+2) _2n+1
v, I1x3x%x...x(2n—1) 42
2Xx4X..X2n
e

_n+
Uy, 1 n+4+1’
n
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e verifica-se, facilmente, que:

n < 2n+1
n+1~" 2n+2’

+o0

. . . ‘ L. Ix3x..x(2n—-1)
o que permite concluir, pelo coroldrio anterior que a série Z

2Xx4x..X2n

. n=1
¢ divergente.
+oo
Teorema 2.5 (Critério da Razao) Seja E U, uma série de termos positivos.
n=1

Unp,
1) Se existirem r < 1 e p € N tais que << 1,Vn>p

n

+00
entao a série E u, € convergente.
n=1
u R
L +1 . . P
2) Se existir p € N tal que —— > 1,Vn > p entdo a série E u, € divergente.
u
n n=1
—+00 —+o00
Demonstracao. 1) Consideremos a série E vy = E r’", que é uma série
n=1 n=1
—+o0 u
L. ~ s , n+1
geométrica de razao r. Como 0 < r < 1, a série E r’™ é convergente. Mas <
n=1 Un
,},.'rL—I—l 400
— = 1,Vn > p. Podemos concluir, pelo corolario anterior que a série g Uy, €
,
n=1
convergente.
+00 +oo
2) Consideremos a série E v, = g 1, que é uma série divergente. Como
n=1 n=1
Un+1 Un+1 . s . o
" > 1= " .V¥n > p, podemos concluir, pelo coroldrio anterior que a série
un /UTZ
+oo
E u, ¢ divergente. m
n=1

+o0o
Corolario 2.3 (Critério de D’Alembert) Seja Zun uma série de termos pos-

n=1
itivos. Se existir
. un+1
lim

=a (a €R{ oua=+00),
n—-+4o0o Unp,

entao:
—+o00

a) sea <1, a série g u, € convergente;

n=1
+o0o

b) se a > 1, a série Zun é divergente.

n=1
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Demonstragao. 1) Consideremos em primeiro lugar o caso em que a € R,

Un+1

lim un+1:a<:>V5>O dJpeN:n>p—

—al < 9.
n—+oo Uy, Un

a) Se a < 1, seja 0 tal que 0 < § < 1 — a. Entao existe p € N tal que

u Uu
gl < S Vn>p = —d< 2 g <5 Vn > p =
Unp, ua
1
—a—-0< 2 <a+6,Vn>p.
Up,

Mas se § <1 —a entdo a+d < 1 e a alinea 1) do critério da razdo permite-nos
+oo

concluir que a série E u, ¢ convergente.
n=1

b) Se a > 1, seja § tal que = a — 1. Entao existe p € N tal que

Uu
gl <8,V > p =
Unp,
un+1
— 1< < 2a—1,Vn > p.
U,

Entao a segunda alinea do critério da razao permite-nos concluir que a série
+oo

Z u, ¢ divergente.
n=1
2) Consideremos, agora, o caso em que a = +00, entao existe p € N tal que

un+1

> 1,Vn > p.
Unp
+oo
Pelo teorema anterior, a série 5 u, ¢ divergente.
n=1
|
Un+41

Nota 2.2 Cuidado, que se lim, ., ——

=1, nada se pode concluir através deste
critério.
Exemplo 2.23 Considere a série de termos positivos
o0 3n
Pt
“—~ nl

Como
3n+1

|
lim Unt lim (n+ 1)

W) im
n—+00 Uy n—-+oo 3 n—+oo N, +

=0<1,

n!
+00 Hp
conclui-se, por este critério, que a série E — ¢ convergente.
n!

n=1
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Exemplo 2.24 FEstudemos a série de termos positivos

X k)
g k> 0.
nn
n=1
Como
k"t (n+1)!
. Un+1 . (n + 1)”“ . n " k
lim —— = lim ——35——= lim £k = —,
n—+00 Uy, n—-+o0o k™n) n——+oo n -+ 1 e
n’ﬂ
o critério de D’Alembert permite-nos concluir que
. Un+1 . . P
se lim = — <1, isto ¢ sek <e, a série é convergente
n—+00 Uy €
. Un41 . . s, .
se lim = —>1,1isto ¢, se k> e, a série é divergente
e

n—-4oo un

se k = e, através deste critério, nada podemos concluir. Temos de estudar o caso da
+oo

.. n \" .. . , . ;.
Serie e (TL_H) utilizando um outro processo. Consideremos a série harmonica

n=1
“+o00
1

E — que € uma série divergente de termos positivos. Calculemos o sequinte limite
n

n=1

n
e (-
n—-+00 1
n
+o0o
s - . , . n \n
Pelo sequndo critério de comparac¢ao podemos concluir que a série Ze (n_+1) é
n=1
divergente. Resumindo, concluimos que:
“+oo n ' P
. E'n! [ € convergente se k < e,
a série .
« nn" ¢ divergente se k > e.
n—
+oo
Teorema 2.6 (Critério da Raiz) Seja Z U, uma série de termos nao negativos.
n=1
1) Se existirem r <1 e p € N tais que /u, <r,Vn >p
+00
entao a série Zun ¢ convergente.
n=1
2) Se existirem p € N e uma subsucessio (uy,), de (u,) tal que g/t > 1,%,, >p
+oo

entao a série E u, € divergente.

n=1
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+00 +oo
Demonstracao. 1) Consideremos a série E v, = E ™, que é uma série
n=1 n=1
+oo
geométrica de razao r. Como 0 < r < 1, a série g r™ é convergente. Mas {/u,, <
n=1
+00
r,¥n > p logo u, < r™ < 1. Portanto, pelo critério de comparagao, a série E Uy, €
n=1
convergente.
2) Se /iy, > 1,V,, > pentao u,, > 1,Y,, > p, pelo que nao tende para zero o
+oo

que implica que a sucessao (u,) também nao converge para zero, logo a série Z Up
n=1
¢é divergente.
|
Tal como no critério da razao este teorema tem como consequéncia um corolario
muito utilizado no estudo da natureza duma série.

+00
Corolario 2.4 (Critério de Cauchy) Seja Zun uma série de termos nao neg-
n=1
atiwos tal que o
limy, oo Vup, = a (a € R ou a = +00),

entao:
+oo
a) sea <1, a série g U, € convergente;
n=1
+oo
b) sea>1, a série E u, € divergente.
n=1

Demonstragao. Seja a = lim,,_ 4 oo {/Uy,.

a) Tomamos r tal que a < r < 1. Podemos afirmar que

dJpeN:n>p= Ju, <r.

—+o0
Entao, pelo teorem anterior, a série E u, € convergente.
n=1
b) Por definigdo de limite superior, existe uma subsucessao de /u,, com limite

a > 1, pelo que esta sucessao tem uma infinidade de valores maiores do que 1. Pelo
+oo

teorema anterior, a série E u, ¢ divergente. m

n=1

Nota 2.3 Cuidado, que se lim, . o ¢/t, = 1, nada se pode concluir através deste
critério.

Exemplo 2.25 A série

()

n=1
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€ uma série de termos positivos. Como

2
n n\" n\"
lim (”+ ) = lim (”+ ) —e>1,
n—-+4oo n n—-4oo n

entao lim,,_. . /u, = e > 1. Podemos concluir, pelo critério de Cauchy, que a
série € divergente.

Exemplo 2.26 Consideremos a série
I
=B+ (=D"
€ uma série de termos positivos. Mas

se n € para
se n € impar

3
—
w
+
—
| —
—_
N—
3
S~—
3
Il
—N
(NN

entao lim, . Vu, = % < 1. Podemos concluir, pelo critério de Cauchy, que a
série € convergente.

Exemplo 2.27 A série
+o00o

Z 2—n—(—1)"’

n=1

€ uma série de termos positivos. Mas

n . -n" 1
lim V2-n—(D" — Jim 2-l2—5 — 3 <1,

n—-+00 n—-+00

entao lim, . /u, = % < 1. Podemos concluir, pelo critério de Cauchy, que a
série € convergente.

Convém realgar que o critério de Cauchy é mais geral que o critério de D’ Alembert,
ou seja, se nao pudermos concluir a natureza de uma série através do critério de

Cauchy, também nao o conseguiremos fazer através do critério de D’Alembert.

. ) . . . Up+1
Tal afirmacdo é justificada através do seguinte facto conhecido: lim, . —— =

n
a = lim,, 1 {/u, = a, o reciproco nao é verdadeiro. Se, no exemplo anterior,
aplicdssemos o critério de D’Alembert, obteriamos
Uy 2=
u, 27—

_ 2—(n+1)—(—1)"+1+n+(—1)" _ 2, sen é par
273, sen é impar.
Logo nada se concluiria pelo critério de D’Alembert.

Para terminar esta secgao, das séries de termos nao negativos vamos mostrar
quando é que uma série de Dirichlet é convergente.
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Proposicao 2.4 Consideremos uma série de Dirichlet. Quanto da sua natureza
podemos afirmar que:

i’i 1 { convergente se « > 1

—é .
“ no divergente  se o < 1.

n—
Demonstragao. Em primeiro observamos que se trata duma série com termos

nao negativos.

1
i) Se a < 0, entao lim,, (

ne

> # 0, logo a série é divergente.
i1) Se aw = 1, trata-se da série harmoénica que ja provamos ser divergente.

1
i1i) Para 0 < a < 1 tem-se que n® < n e, portanto, — > —. Como a série

n n
harmonica é divergente, podemos concluir, pelo critério de comparacgao, que a série

de Dirichlet é divergente para 0 < o < 1.

iv) Para a = 2, obtemos a série de termo geral —5» que j& mostramos ser con-
n

vergente.

) 1 1 , s
v) Para a > 2 usamos a desigualdade — < — e concluimos, pelo critério de
n
comparagao, que a série de Dirichlet converge.

vi) Resta-nos estudar o caso 1 < a < 2 (bastante mais dificil, que apresentamos
como curiosidade matematica); alids, a demonstracao que faremos aplica-se sempre
que o > 1. Consideremos a sucessao das somas parciais (.5,) da série de Dirichlet
com « > 1. Tem-se:

R R (R R
2n—-1 — 9a 3 e 5a 6 7a

(7 gy e et ) |

FE T (I D G I I
- 20 D« 22% © 22¢ 2% 22
+ TN P =
(2n—1)a (Qn—l)a (Qn—l)a (2n—1)a o
9 92 92 n—1 Qk n—1 ok
= 1+2_a+27a+"'+—2(n—1)a: 2—a: (2 )

Como o > 1, vem que 0 < 2'7® < 1, o que nos permite majorar a expressao anterior
pela seguinte série geométrica convergente:

Son_y < (21—a)k < (21—a)k

3
+
8

k=0 k=0
400
s soe —_anNk .
€ a serie geometrlca E (21 a) (§] Convergente Cuja soma tem o valor m. Ve-
k=0

mos, assim, que a sucessao de termo geral So»_1 é majorada: sendo uma subsucessao
da sucessao de termo geral .S,,, que é crescente, concluimos que a sucessao das somas
parciais (5S,) é majorada, logo a série é convergente, sempre que a« > 1. =
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2.5 Séries de termos sem sinal fixo

Na seccao anterior estudamos séries em que todos os seus termos nao podiam ser
numeros negativos. Vamos agora considerar o caso em que uma série tem termos
positivos e negativos.

Definicao 2.5 Uma série diz-se de termos sem sinal fixo se possui infinitos
termos positivos e infinitos termos negativos.

Em particular, consideramos o caso em que ostermos positivos e negativos sao
alternados.

Definicao 2.6 Uma série diz-se alternada se os seus termos sao alternadamente
positivos e negativos. Supondo que o primeiro termo € positivo podemos escreveé-la

na forma
+00

Z(—l)”“un, u, >0 VneN.

n=1

Existe um critério bastante simples que, quando aplicavel, permite rapidamente
concluir a convergéncia duma série alternada.

+o0
Proposicao 2.5 (Critério de Leibniz) Seja Z(—l)”“un uma série alternada.

n=1
Se a sucessao (uy) for uma sucessao decrescente, com limite zero, entdo a série é

convergente.

Demonstracao. Vamos considerar a sucessao das somas parciais (5,,) associada
a série, e duas subsucessoes, cujos termos incluem a totalidade dos termos de (S,,):
a subsucessao dos termos de ordem par

(S2n) = (Sa, S4, Se, S, -..)
e a subsucessao dos termos de ordem impar,
(5271—1) = (Sla S37 557 S77 )

Verifiquemos que a subsucessao dos termos de ordem par é uma subsucessao cres-
cente.

Sgn (—1)2u1 + (—1)3U2 —+ ...+ (—1)2711,@”,1 —+ (—1)2n+1U2n,
B (=1)%uy + (=1)3uy + ... + (=1)"ugp_1 + (=1)*"uy,+
52(n+1) - 52n+2

+(_1)2n+2u2n+1 + (_1)2n+3u2n+2’

Mm+2 Im+3
Sonta — San = (—=1)""ugpq1 + (—=1)*"Pugpio = U1 — Ugpio > 0
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Entao, como a sucessao (u,) é uma sucessao decrescente, podemos concluir que
Sont2 = Son, Vn € N,

ou seja, a subsucessao dos termos de ordem par é uma subsucessao crescente.
Mas por outro lado,

Son —S1 = (U1 —ug +ug — ... + Ugp—1 — Ugp) — Uy
(—ug 4+ ug) +... + (—ugn—2 + uzp_1) + (—uzy) <0
~———— ~ ~ VN —
= <0 <0
< 0.

Entao a subsucessao dos termos de ordem par é majorada. Como é majorada e
crescente é convergente para um limite real a.

De forma perfeitamente analoga, se provaria que a subsucessao (Sa,+1) dos ter-
mos de ordem fmpar é decrescente e minorada logo convergente para um limite real
b.

Entao:

limn_,+oo(5'2n+1 — Sgn) = b —a €
1imn~>+oo(82n+1 - SQn) = hmnHJroo Uon+1 = 0.

Destas duas igualdades podemos concluir que b — a = 0, ou seja b = a. Como as
duas subsucessoes (de termos pares e impares) cobrem todos os termos da sucessao

(Sn), o facto de convergirem para o mesmo limite b = a significa que a prépria
+oo

sucessao converge para esse limite. Logo a série alternada E (—1)"*1y, é conver-

n=1

gente. W

Exemplo 2.28 Consideremos a série

+00
1 1 1 1
_1n+1_:1__ -
;( ) n 2+3 4+

que se designa série harmonica alternada.

Trata-se duma série alternada, em que a sucessao de termo geral u, = —, € uma
n

sucessao decrescente e de limite zero: lim, ..., — = 0. Entdo, por este critério, a
n

série harmonica alternada € convergente.

Exemplo 2.29 A série

+00 1
§ ()" — =1-8+27—...
e
n=1
5 Sorg 5 n+1 1 n+1,3
€ uma série alternada. Mas a sucessao de termo geral (—1)""'— = (=1)""'n
n

nao converge para zero, ¢ uma sucessao divergente, logo a série é divergente.
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Exemplo 2.30 Consideremos a série

—+00

n=1

Trata-se duma série alternada. Vamos estudar os diferentes casos:

Sea <0 a série diverge porque o seu termo geral nao tende para zero.

a série € convergente, pelo critério de Leibniz, porque a sucessao

Sea >0 1 . .
de termo geral — € decrescente, de termos positivos e limy, 4o
n

Quando consideramos uma série alternada nas condig¢oes do critério de Leibniz,
mesmo nao conseguindo determinar o valor exacto do resto de uma certa ordem, r,,
obtemos uma majoragao para o seu valor absoluto.

Seja

+oo
Z(—l)”“un, u, >0 VYneN

n=1

uma série alternada nas condicoes do critério de Leibniz. Entao

’rpl < Upya,

2.6 Convergéncia absoluta

+o0
Dada uma qualquer série E u,, define-se uma nova série, que serd bastante impor-

n=1
tante no estudo que se segue, a série dos moédulos, dada por:

+oo
E ]un] = ‘uﬂ + |’LL2’ + ’U3| + ...
n=1
“+oo
Definicao 2.7 Uma série E u, diz-se absolutamente convergente se a série doa
n=1
+0o0
modulos E |un| € convergente. Uma série convergente, que ndo seja absolutamente
n=1

convergente, diz-se simplesmente convergente.

Exemplo 2.31 Considere a série
+00 1

Z<_1)n+lﬁ'

n=1

1
—QZO.
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A série dos modulos € a série

“+o0o +oo

E (_1)n+1i — i
2 2

n=1 n n=1 n

que € uma série de Dirichlet convergente. Entao se a série dos mddulos converge
+00

dizemos que a série E (—1)”“71—12 ¢ absolutamente convergente.

n=1
Exemplo 2.32 Considere a série harmonica alternada

—+00

Z(_1>n+1l
n=1 n
que € uma série convergente.
A série dos modulos € a série
oo o
DI gt
n=1 n n=1 n

harmonica que é divergente. Logo a série é convergente mas nao ¢ absolutamente
convergente. Neste caso dizemos que a série harmonica alternada € simplesmente
convergente.

O teorema seguinte mostra a importancia da convergéncia absoluta.

Teorema 2.7 Uma série absolutamente convergente é convergente.

+oo +o0
g |un| € convergente = E u, € convergente.
n=1 n=1

Demonstracao. A demonstracao baseia-se numa série auxiliar, cujo termo geral
¢ dado por:

U, + U, se u, >0
Uy — Uy, SE Uy < 0
B 2u, = 2|u,| se u, >0
- {0 se u, < 0.

Up = un+|un| -

Por construcgao, o termo geral v, verifica a dupla desigualdade:

0<wv,<2u, VneN

+oo
Logo, utilizando a hipdtese da convergéncia absoluta da série 5 U, € as pro-
n=1
priedades de séries ja conhecidas, tem-se que:
+oo +oo +oo
E |un| é convergente = E 2 |u,| é convergente =— g vy, é convergente

n=1 n=1 n=1
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sendo a ultima implicagao resulatante do primeiro critério de comparacao.
Mas, pela propria definicao do termo geral v,,, tem-se:

Uy = Uy + || <= 1y = v — Uy .

Logo, pelas propriedades operatorias das séries,

+oo

Z |u,|  convergente oo Yoo

n=1 — Z (U — Juy|) = Z u, convergente.
Z Un convergente n=1 =t

n=1

[ ]
Nota 2.4 Como a série dos mddulos €, por defini¢cao, uma série de termos nao
negativos, podemos utilizar todos os critérios apresentados na sec¢ao das séries de

termos nao negativos, para identificar a natureza desta série.

Exemplo 2.33 Consideremos a série
f cos(n)
2 Y
n=1 n

que € uma série com uma infinidade de termos positivos e negativos. A respectiva

+00
série dos modulos € dada por Z w . Mas, verifica-se a desigualdade
n
n=1
coS coS 1
(2”) _ | (2"” <= VneN
n n n

Logo, pelo primeiro critério de comparacgao, tem-se que:

+o00 +
1, |cos(n)|
E — € convergente = E ———— ¢ convergente.
n n
n=1 n=1
+oo +o0o
‘ . ) cos(n)| , cos(n)
Assim a série dos modulos E ——| € convergente, logo a série g — = ¢
n n
n=1 n=1

absolutamete convergente e, como tal, convergente.

Muitos problemas nos diferentes ramos do conhecimento podem ser expressos e
resolvidos através da teoria de séries. Enunciamos dois deles.

1) O interesse pelos nimeros primos vem desde Euclides, 300 A.C. onde prova
que existe um numero infinito de niimeros primos. Fuler, dois mil anos depois
apresenta uma prova, com a teoria de séries, onde mostra que

Proposicao 2.6 Eziste um nimero infinito de niumeros primos inteiros.
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Como consequéncia de muitos resultados mais ou menos célebres, estudando
nimeros primos Riemann apresentou uma famosa conjectura, utilizando a nao menos
célebre funcao zeta, (, que se tornou num dos mais importantes problemas em
matematica e que normalmente é conhecida pelo nome de hipdtese de Riemann.

Conjectura 2.1 (Hipdtese de Riemann): Se z € um nimero complexo tal que

((z) =0, entdo a parte real de z € 3
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2.7 Exercicios propostos

1) Utilizando a definigdo de convergéncia de uma série, determine a natureza das
séries seguintes e, sempre que possivel, calcule a sua soma:

a)2+4+6+8+..; D)2—2+42-242—.; )T+ =+ 15+
+oo +o0
n 6 2m + 3"
d)1—24+1— 4+ (=" +. e)zw; Ny T
n=2 n=1
+00 +oo
2n+1 .
— h) Y log (1+ 1), i) st g bk e
g);m(nﬂ)? )Z g ( n) ) s Toat 56 T o6

PR DY

nn+2) :34712—1'
+o00o
2) Seja Z u, uma série convergente de soma S. Indique, justificando, os limites
n=1
das sucessoes de termos gerais:
2k
U, = Z Up, e Vi = Z Up,
n=k+1

3) Diga qual a natureza e determine o termo geral de uma série cuja sucessao
das somas parciais é

4)

a) Calcule o resto de ordem 100 da série Z

n>1
b) Determine uma ordem a partir da qual, o erro que se comete ao tomar

1
para valor da soma da série
;21 (n+1)

n2+n

5 a sua soma parcial, nao exceda 0, 1.

5) Diga, justificando, quais das seguintes afirmagoes sao verdadeiras e quais sao
falsas:

a) A soma de duas séries divergentes é divergente;
b) A soma de uma série convergente com uma série divergente ¢ uma série divergente;

Cc

d) As séries g ﬁ e g \/ﬁlﬂ sao da mesma natureza.

n>1 n>100

Se a,, — 0, entao a série E a, € convergente;
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+oo
6) Prove que se a série de termos nao negativos E u, é convergente e se p > 1,

n=1
—+00

entao a série E u? também converge.

n=1

7) Determine a natureza das séries de termos nao negativos cujos termos gerais
sao:

a1 |sen n|
14+ (=1)" —: : ) cos =;
a) 1+ (=1)" o b) =5 )
n+1 1 log n
d . €) —F———; .
)n3—n+2’ ) n(n+ 2) 7) n '
1 Ix3xbx..x(2n+1 n—1)"*
9) ———; h) ( )% i)—<”) '
n log n 3X6x9x x...x (3n+3) qn

=D o1\ onp)
7) (%) D) —.
n-+1 n

Qp41
G,

8) Seja (a,) uma sucessao de nimeros reais nao nulos tais que a sucessao

+oo
¢ uma sucessao constante. Mostre que g a, é uma série geométrica.

n=1
. . L. 1
9) Determine, em fungao de o € R, a natureza da série de termo geral log [ 1 + — |.
nO{

10) Seja (a,) uma sucessao de termos positivos com limite +o0o. Mostre que a
série

+00
E (Ant1 — an)
n=1
é divergente e que a série
+oo
: ( 1 ; )
n—1 Ap—1 ap

é convergente.

11) Indique quais das seguintes séries sdo absolutamente convergentes, simples-
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mente convergentes ou divergentes:

+00 (_1)n +00 . n +00 . n4
a) ; Nk b) ;(—1) CREE c) ;(—1) ST

pEEm 0F (2 e

n=1

12) Prove que se Z la,| converge entao Zafl é convergente. Mostre que a
proposicao reciproca é falsa.

13) Mostre que
= 2" +n’tn

1 1
SNy I DT

TLZQ n—=

14) Estude, quanto a convergéncia, as seguintes séries:

+o0 -

+oo 00
vn log n vnd +2n+1
Y b Ej—- yovm Tl
Y —~ /n+1+1 ) —~ ) = s

40 400 +00
d) Zl+\/§+.-.+\/ﬁ; 6) Z{; f) Znef(szrl);
n=1

el = B+ ()

n=1

—+00

q) Z(nsen— — (n+2)sen 5) .

n=1

15) Indique quais das seguintes séries sao absolutamente convergentes, simples-
mente convergentes ou divergentes:

+oo +0o
sen (na) n N
CL) E T, com « € R, b) E (—1) a—

n=1

+o0 3 n +o0 . 1
° Z(m) | DDV

n=1 n=1

16) Determine os valores de p € R para os quais as seguintes séries sao conver-
gentes:

a) an(\/n+1—\/n—1);
sy

b) Z (sen2)”.

n=1
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17) Seja (an), oy uma sucessao convergente para a € R. Sendo p € N, mostre

que a série
“+o0o

Z (an — @ntp)

n=1

é convergente e calcule a sua soma.

18) Determine os valores do nimero real o para os quais a série:

Y+

n =0

a) é simplesmente convergente;

b) é absolutamente convergente.

19) Seja (a,,) uma sucessao de termos positivos e (b,) uma sucessao limitada.

+00 +o00o
a) Mostre que a convergéncia da série g a, implica a convergéncia da série E anby ;
n=1 n=1
+oo
b) Use o resultado anterior para provar que se a série g a, converge
n=1
400
entdo também converge a série g a’.
n=1

¢) Mostre, por meio dum contraexemplo, que a reciproca da proposigao anterior é falsa.



2.7. EXERCICIOS PROPOSTOS 75

2.7.1 Solucoes dos exercicios

70 2

1) a) Divergente; b) Divergente; c) Convergente, S = 9 d) Convergente, S = 3
15 7

e) Convergente, S = 5 f) Convergente, S = 3 g) Convergente; h) Divergente;

1 1
i) Convergente, S = 5 j) Convergente, S = 1; 1) Convergente, S = £

“+oo
1
3) ; YL convergente.

5 a)F; b)V; ¢ F;, d) V.

7) a) Divergente. b) Convergente. c¢) Divergente. d) Convergente. e)
Divergente. f) Divergente. g) Divergente. h) Convergente. i) Convergente. j)
Convergente. 1) Convergente.

9) Convergente(absolutamente) se a > 1; divergente se « < 1.

11) a) Simplesmente convergente. b) Absolutamente convergente. c¢) Di-
vergente. d) Absolutamente convergente. e) Absolutamente convergente. f)
Absolutamente convergente se x € |(2k — 1), 2kn[, divergente nos restantes casos

14) a) Divergente. b) Convergente. c¢) Convergente. d) Divergente. e)
Convergente. f) Convergente. g) Convergente.

15) a) Absolutamente convergente. b) Divergente. c) Divergente. d) Simples-
mente convergente.

1
16)a)p<—§; b)p > 1.

17) S=a1+as+ ... + ap — a.

18) a) 0 <a <1, b)a>1.

+o0o +oo
1
19) ¢) Basta considerar g a, = g —.
n
n=1

n=1





